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VY Matematika | rjeSenja oglednoga ispita
na drzavnoj iz listopada 2021.
TEHNICKO VELEUCILISTE maturi (Viéa razina)
U ZAGREBU UNIVERSITY OF
APPLIED SCIENCES ZACREB

. A. Racunamo:

123 4.9731898333

~ ~0.64518 =~ 0.645.
1445 1+6.7082039325

. D. Znamo da vrijedi jednakost 1 m=100 cm=10> cm. Odatle izravno slijedi:

lm’ :(102 )3 cm’ =10 cm® =10° cm®.
C. Podijelimo:

1.674-10%"  1.674
9.109-107"  9.109

10777730 £0.18377429-1077" = 0.18377429-10* =1837.7429 ~ 1838.

Dakle, masa protona je priblizno 1838 puta vec¢a od mase elektrona.

A. Koriste¢i osnovna pravila za mnozenje i dijeljenje potencija s istim bazama, te

potenciranje potencije imamo redom:

(=x-y)- (—x~ y )_2 T =((=D-x-y)’ ‘((‘D‘x‘ yj)_z x =
=D xtyt (=D T =

_ 3+(=2) 3+(=2)-(-1) 3+5-(=2) __
=(=1) X y =

— (_1)3—2 X x3—2+1 X y3—10 — (_1)1 X x2 X y—7 — _XZ X y—7.

A. Primijetimo da brojevi lepeza nakon z godina tvore aritmeticki niz (oznac¢imo ga

s f) kojemu je prvi ¢lan 18+ 3, a razlika 3. Pritom je xe N. Opéi ¢lan toga niza je:

f()=(18+3)+(n—-1)-3=21+3-n-3=3-n+18.

B. Neka su p i n redom broj bodova koje donosi tocno rijeseni zadatak, odnosno
broj (negativnih) bodova koje donosi netocno rijeseni zadatak. Oc¢ito su p>0 i

n<o0.

Marko je tocno rijesio 26 zadataka. Buduéi da je rjesavao sve ispitne zadatke,
zakljucujemo da je mnetocno rijesio 30-26=4 zadatka. Za tocno rijeSenih 26
zadataka dobio je ukupno p-26 bodova, dok je za netocno rijeSena 4 zadatka dobio

ukupno n-4 bodova. Markov ukupan broj bodova iznosi 26- p+4-n i on mora biti
jednak 118. Dakle, vrijedi jednakost:

26 p+4-n=118.

Petar je tocno rijesio 18 zadataka. Buduci da je rjesavao sve ispitne zadatke, zaklju-
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c¢ujemo da je netoCno rijeSio 30—18 =12 zadataka. Za tocno rijesenih 18 zadataka
dobio je ukupno p-18 bodova, dok je za netocno rijesenih 12 zadataka dobio
ukupno n-12 bodova. Petrov ukupan broj bodova iznosi 18- p+12-n i on mora biti
jednak 54. Dakle, vrijedi jednakost:

18- p+12-n=54.
Tako smo dobili sljedeci sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice:

26-p+4-n=118, 13- p+2-n=59,
=
18- p+12-n=54 3-p+2-n=9.

Oduzimanjem druge jednadzbe od prve dobivamo 10- p =50, a odatle dijeljenjem s
10 slijedi p=5. Uvrstavanjem te vrijednosti npr. u drugu jednadzbu sustava

dobivamo 3-5+2-n=9, odnosno 15+2-n=9, odnosno 2-n=-6. Odatle je n=-3.
Dakle, svaki netoc¢no rijeseni zadatak boduje se s 3 negativna boda.

1
7. D. Iz jednadzbe pravca oc¢itamo da je njegov koeficijent smjera k =5, a odsjecak na

. . .. CL =7
osi ordinata l=7. To znac¢i da pravac prolazi tockom S =(O,7j na strogo

negativnom dijelu osi ordinata i da predstavlja graf strogo rastucega polinoma 1.
stupnja (tj. ima oblik /). Jedini od C¢etiriju prikazanih pravaca koji ima oba
navedena svojstva (sijeCe os ordinata u tocki iz njezina strogo negativnoga dijela i
ima oblik /) je pravac nacrtan na slici D.

8. A. Sva cetiri trokuta su oc¢ito pravokutna. Srediste kruznice opisane bilo kojem
pravokutnom trokutu nalazi se u polovistu hipotenuze (najdulje stranice toga
trokuta). Od svih Cetiriju ponudenih slika, jedino se na slici A. tocka S nalazi na
hipotenuzi, pa bi ona mogla biti srediste tom trokutu opisane kruznice.

9. C. Promatrani pravci se o¢ito ne sijeku jer bi tada pripadni bridovi kocke imali
tocno jedan zajednicki vrh.

Oni nisu ni podudarni jer vrhovi A, C, D i E o¢ito odreduju tetraedar.

Oni nisu ni usporedni jer su pravei AB i CD usporedni (kao pravei koji sadrze dvije
nasuprotne stranice kvadrata), pa bi pravei AB i AFE u sluc¢aju usporednosti imali
tocno jednu zajednicku tocku, Sto je nemoguce.

Dakle, promatrani pravci su mimosmjerni.
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10.A. Za sve dopustive x,y vrijedi:

-yt (=) (ty)
X=Yy X=Yy
x2+x-y_x-(x+y)_x

x+y,

b

xX+y xX+y
xy=y _y(x=y) _
x=y x=y

.

Zakljucujemo da je jedino algebarski razlomak naveden pod A. skra¢en do kraja.
(Prema gornjim jednakostima, ostala tri algebarska razlomka nisu skra¢ena do
kraja, tj. mogu se jos skratiti.)

11.B. Rijesimo kvadratnu jednadzbu 5-k*>+20-k—105=0. Dobivamo:

L= —20i\/(—20)2—4-5-(—105) _ —20%£,/400—-(-2100) -20£+/400+2100 _

L2 —

2-5 10 10
_ —20£+/2500 -20£50 N
10 10
k = -20+50 2223, k, = —20-50 _-70 7
10 10 10 10

Primjenom osnovnoga algebre dobivamo:
5.k +20-k—105=5-(k=3)-(k—(=7))=5-(k=3)-(k +7).
Medu ponudenim binomima, jedino je binom k —3 faktor zadanoga izraza.

12.D. Neka je n iznos dzeparca kojega je Pia dobila u sijecnju. Tada je iznos dzeparca
kojega je Pia dobila u velja¢i 3-n. Oznacimo li s z iznos dzeparca kojega je Pia
dobila u ozujku, onda mora vrijediti jednakost:

x+—-x=3-n.

100

Rijesimo ovu jednadzbu po nepoznanici x. Imamo redom:

x- 1+ﬂ =3.n,
100

1.5-x=3-n, /:15
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Dakle, Pia je u sijecnju dobila n kn, a u ozujku 2-n kn, pa zaklju¢ujemo da je iznos
njezina dzeparca u ozujku dva puta veéi nego u sijec¢nju.

13.C. Zapisimo izraze b i c koristeé¢i logaritam po bazi 2. Primjenom osnovnih pravila

za logaritmiranje dobivamo:
b=log,(4-x)=1log, 4+log, x =log, (22)+10g2 x=2+log, x,

c:2-10g2(§)= 2-(log, x—log,2)=2-(log, x—1)=2-log, x—2.

Uvrstavanjem ovih izraza u jednakost 3-¢—b =12 dobivamo:

3-(2-log, x—2)—(2+1log, x) =12,
6-log, x—6—-2-log, x=12,
5-log, x=12+6+2,

5-log, x=20, /:5

log, x=4,

x=2"=16.

14.B. Primijetimo da je nuzno v, >0. Najveca vrijednost funkcije A iznosi

40— —ve v

max 4-(=8) 32 32

Ona mora biti jednaka 3.125, pa dobivamo kvadratnu jednadzbu

v2

-2 =3.125.

32
MnoZenjem te jednadZbe s 32 dobivamo v, =100. Jedino strogo pozitivno rjesenje te
jednadzbe je v, =+100 =10. Dakle, poCetna brzina iznosi 10 m/s.

15.B. Iz zadanih podataka dobivamo eksponencijalnu jednadzbu

140 = 250257,
Rijesimo je na uobicajen nacin:

140 =250-25% /:250

257 =% /log,
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—t 14
L Cjog, (2] /=730
5730 e (25) (=5730)
14

log (j
25 log2 log2
log25—-1logl4

log?2

=5730- = 4793.1522640191 = 4793 godine.

16.B. Iz zadanih podataka slijedi da funkcija najprije strogo pada sve do x=-1,
potom strogo raste sve do x=1, pa potom opet strogo pada sve do x=4 i zatim

strogo raste. Odatle zakljucujemo da ona ima tocno dva intervala strogoga rasta:
(—=L1) 1 (4,+0).

17.D. Iz slike se vidi da je —NP=—JL=LJ jer se u oba sluéaja radi o dijagonali
pravokutnika ¢ije stranice imaju duljine 3 i 1. Tako je:

x=%-(AL+fJ+JC)=

%.R:ﬁ:@

jer se radi o stranici kvadrata duljine 1.

18.C. Uoc¢imo da zadana kruznica ima srediste na osi apscisa i dodiruje os ordinata.
Zbog ta dva svojstva kruznica nuzno mora prolaziti ishodistem pravokutnoga
koordinatnoga sustava u ravnini. Duljina polumjera kruznice jednaka je udaljenosti
sredista kruznice od ishodista pravokutnoga koordinatnoga sustava u ravnini, pa
lako zaklju¢ujemo da je r=4, odnosno r* =16. Dakle, trazena jednadzba glasi:

(x—4)"+y* =16.

Vidjeti sliku 1.

Slika 1.
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19.D. Oznacimo s o mjeru kuta nasuprot osnovici zadanoga trokuta. Tada vrijedi
jednakost:

a+2- =180
Iz te jednakosti izrazimo trazenu mjeru kuta :

2-8=180"—a, /:2

p 80— 180 a_ . @
2 2 2 2

S druge strane, iz pravokutnoga trokuta cije su katete duge 5.42 i 6.15, a mjera
kuta nasuprot kateti dugoj 5.42 jednaka o, odmah slijedi:

tg 0(=5'—42 =ﬁ = o = arctg 542 =~ 41.38975368",
6.15 615 615
pa je konacno
B =90 —% ~90° _ 4138975368 _ 69.30512316" =~ 69°1818 =~ 69°18..

20.B. Oznacimo mjeru trazenoga kuta s . Primjenom kosinusova poucka dobivamo:

157 +8°—12°  225+64—144 145 _29
2-15-8 240 240 48

cosa =

O = arccos (i—zj ~52.831100344 = 52°4952" = 52°50.

21.B. Neka je a duljina osnovnoga brida promatrane prizme (iskazana u cm). Veéi
dijagonalni presjek te prizme je pravokutnik kojemu su duljine stranica 2-a
(duljina najvece dijagonale Sesterokuta) i a (duljina visine prizme koja je, prema
zahtjevu zadatka, jednaka duljini osnovnoga brida prizme). Povrsina toga
pravokutnika jednaka je P=(2-a)-a=2-a’. Ta vrijednost treba biti jednaka 32, pa

iz jednadzbe
2-a> =32

slijedi a=+16=4. (Smijemo uzeti drugi korijen jer je duljina osnovnoga brida

uvijek strogo pozitivan realan broj.) Tako slijedi da je trazeni volumen jednak:

2
N N N R R
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22.B. Neka je r polumjer jednoga privjeska. Zbroj volumena svih triju privjesaka treba
biti jednak volumenu ogrlice. S druge je strane volumen ogrlice jednak koli¢niku

mase ogrlice i gustoce zlata. Izjednacavanjem dobivamo:

3.(&.]»3.7[):&(:}4.7-3.7[:&(:}7-3: m PN

3 p p 4.n.p

r=s—2 :i/ 2457 050066 ~ 0.5 cm = 5 mm.
41-p V4711558

23.B. Podijelimo svaki ¢lan brojnika i nazivnika s najve¢om potencijom varijable n u

o e . . . .« 7. . .. 2 v Ve o v
brojniku i nazivniku. Lako vidimo da je ta potencija n”, sto znac¢i da svaki ¢lan
.. . . . e 1. 2 . /e . v e .. ..
brojnika i nazivnika dijelimo s n~. Koriste¢i osnovna svojstva grani¢nih vrijednosti i

jednakost lim( > j =0, zasvaki a € R, imamo redom:

n
4-n’ 4 4,
2 2 — —
L=lim| 2 |=lim| 1" |pyp| 22071 _=1_ )
n n-+1 n nf k3 n 1 i 1+0 1
2 nz nz nz

24.D. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da su karte u obama Spilovima
oznacene prirodnim brojevima od 1 do 20. Takoder, bez smanjenja opcenitosti

mozemo pretpostaviti da je kartu najprije izvukao Ivan. Vjerojatnosni prostor koji

modelira promatrani slucajni pokus je:
Q={G,j):i,je{,23,..,18,19,20}}.

Prva komponenta uredenoga para (i, j) oznacava kartu koju je izvukao Ivan, a
druga kartu koju je izvukla Janja. Prema pravilu umnoska, ukupan broj svih

elemenata skupa Q jednak je:
card(Q) =20-20=20".

Skup svih povoljnih ishoda A tvore uredeni parovi iz skupa Q kojima je prva
komponenta jednaka drugoj (jer to znaci da su izvucene jednake karte). Dakle,

A={G,i):ie{1,2,3,...,18,19,20}}.
Ocito je card(A) =20 jer je izborom prve komponente jednoznacno odredena druga,

a prvu mozemo izabrati na to¢no 20 nacina.

Tako zakljucujemo da je trazena vijerojatnost jednaka:
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_ card(4) _ 2_02 L _o0s.
card(QQ) 20

20

Primijetimo da je dobivena vjerojatnost jednaka vjerojatnosti da ¢emo iz Spila od 20
razli¢itih karata izvuéi tocno jednu unaprijed zadanu kartu (npr. kartu oznacenu
brojem 1). U tom je sluc¢aju broj povoljnih ishoda jednak 1 (jer nam odgovara izvuéi
jedino unaprijed zadanu kartu), dok je broj moguéih ishoda jednak 20 (jer mozemo
izvuéi bilo koju od 20 razli¢itih karata), pa slijedi tvrdnja. Ona je zapravo posve
prirodna jer promatrani slucajni pokus mozemo shvatiti kao da je Janjina karta
unaprijed zadana (i jednaka Ivanovoj izvucenoj karti).

25.151. Buduéi da je 1km=1000 m=100000 cm, slijedi da 1 cm na karti odgovara
500000
100000
kilometrima) jednaka je 30.2-5=151 km.

zracnoj udaljenosti od =5km. Dakle, trazena udaljenost (iskazana u

26.10. Ocitamo: Re(6—8-i)=6, Im(6—8-i) =—8, pa odmah slijedi:

6-8-i|=+/6” +(-8)* =/36+64 = /100 =10.

13 e o . . ..
27.m>—=6.5. Rijesimo najprije zadanu jednadzbu po nepoznanici z. Imamo redom:

8- x—2-m—-3=0,

8-x=2-m+3, /:8
_2-m+3
=

Dobivena vrijednost treba biti strogo vec¢a od 2, pa slijedi:

2-m+3

>2, /-8

2-m+3>16,
2.-m>16-3,
2-m>13.

1
Odatle dijeljenjem s 2 slijedi m >33 ili, ekvivalentno, m >6.5.

28. _?8 =—1.6. Zapisimo jednadzbu prvoga pravca u eksplicitnom obliku:

2:x=5-p-y+11=0,
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(=5:-p)-y=(2)-x-11L /[:(=5)p
2 11

y=—x+—"1!.

5-p 5-p

Taj ¢e pravac biti usporedan s pravcem y=-0.25-x—4 ako i samo ako koeficijenti

2
smjerova obaju pravaca budu jednaki. Koeficijent smjera prvoga pravca je 3., a

P
koeficijent smjera drugoga pravca —0.25. Izjednacavanjem dobivamo jednadzbu:

L:—O.ZS.
5:p

Rijesimo tu jednadzbu na uobicajen nacin:

2=5-p-(-0.25),

(-1.25)- p=2,

p=—2 20 _8_ 6
125 125 5

29.1.) 2-x-3-y—-5=0. Dokazimo najprije sljede¢u tvrdnju:

Tvrdnja 1. Neka su A,B,Ce R\{0} konstante. JednadZba pravca simetri¢noga

pravcu A-x+B-y+C=0 s obzirom na ishodiste pravokutnoga koordinatnoga

sustava u ravnini glasi: A-x+B-y—-C=0.

Dokaz: Zapisimo jednadzbu zadanoga pravca u segmentnom obliku:

A-x+B-y=-C, /:(-C)
- -C
X oy
SR A
- -C
A B

1,

Odatle zakljucujemo da taj pravac prolazi tockama (%,Oj i (O,%J. Tocke

. . o : C
simetricne tim dvjema tockama s obzirom na ishodiste su (%,Oj i [O,Ej

(jednostavno promijenimo predznak koordinate koja je razli¢ita od nule). Jednadzba

pravca koji prolazi tim dvjema tockama je:
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Xy
—+==1
c c -
A B
Ax By 1 ¢
C C
A-x+B-y=C,

sto je i trebalo dokazati. [ |

Primijenimo dokazanu tvrdnju na pravac iz zadatka. Koeficijente uz x i y
prepisemo, a slobodnom ¢lanu promijenimo predznak. Tako dobivamo da trazeni

pravac ima jednadzbu 2-x—-3-y—-5=0.

2.) Vidjeti sliku 2. Zadani skup tocaka je kruznica c¢ije je srediste u tocki
S=(-C1,-(+3))=(1,-3), a polumjer jednak r=v4=2. Ucrtamo tocku S u
pravokutni koordinatni sustav u ravnini, pa potom Sestarom konstruiramo kruznicu

sa sredistem u S i polumjerom 2. Dobivamo sliku 2.

Slika 2.

30.1.) Vidjeti sliku 3. Nacrtajmo najprije graf funkcije f(x)=1log,x. Taj je graf
krivulja koja prolazi npr. tockama (1,0), (2,1) i (4,2), te za asimptotu ima os
ordinata. Trazeni graf dobit ¢emo tako da krivulju y=Ilog,x translatiramo za

jednu jedinicu duljine ulijevo. Asimptota trazenoga grafa bit ¢e pravac x=-1.
Dobivamo sliku 3. (Plavom punom crtom prikazan je trazeni graf. Crvenom punom
crtom prikazana je krivulja y=Ilog,x. Crvenom iscrtkanom crtom prikazan je

pravac x=-1.)
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A

|

-

|

=

|

o

L@y » | § | | | | &=
1 i3 5 4 5 6 7 &
Nas

|

Lfogl

|

[

|

|-

|

=54

Slika 3.

2.) 3-x*+4-x—4. Iz zadane tablice zaklju¢ujemo da je f(=2)=0 i f(0)=—4.
Uvrstavanjem tih vrijednosti u pravilo funkcije f dobivamo sustav dviju linearnih
jednadzbi s dvije nepoznanice:

3.(=2)> +b-(=2)+c =0, {3-4—2-b+c:0, {—2-b+c:—12,
& &
3-0°+b-0+c=—4 0+0+c=—4

Iz posljednjega sustava odmah slijedi (b,c)=(4,—4). Dakle, trazeno je pravilo
f(x)=3-x"+4-x-4.

31.1.) Vidjeti sliku 4. Znamo da svaka tocka na sredisnjoj jedini¢noj kruznici ima

. ) . y 1 .
koordinate (cost,sint), gdje je re R. Zbog toga povucemo pravac y=—§ i
odredimo sjeciste toga pravca i zadane kruznice u treéem kvadrantu (jer sve tocke u

tre¢em kvadrantu imaju strogo negativnu prvu koordinatu). Dobivamo sliku 4.

O
\
E0) ]

Slika 4.
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L [N . o ov . ‘.
2.) —, g-n. Rijesimo zadanu jednadzbu na uobicajen nacin:

2
[ ) NE
sinf X—— [=——,
6

2

x—E:arcsin ﬂ +2-k-m,
6 2

x—Ezn—arcsin ﬁ +2-k-m
6 2

x-2=Zi0.km,
6 3

=
x-Z=n-Zioken
6 3

x:£+£+2-k-n,
3 6 -

x=n-2+Z424kn
3.6

x=Z42. k-1,

g ,keZ.
x=—-m+2-k-m

6

Lako vidimo da ako je ke Z\{0}, onda je xe <O, n>. Zbog toga zadana jednadzba

D . % 5
ima toc¢no dva rjesenja u intervalu <0,n> 1tosu x :5, X, =g-n.

32.1.) 4.5. Primjenom Pitagorina poucka dobivamo:

h=+/5.3"-2.82 =/28.09—7.84 =~/20.25 = 4.5 cm.

2.) 150° =%-nrad. Iz zadanih podataka zakljucujemo da je duljina visine romba v

= 2.3 cm. Neka je o mjera siljastoga kuta romba. Tada je duljina osnovice romba
jednaka

v 2.3
a= . = . 2
sin@  sina
pa je povrsina romba jednaka
23 5.29
P=av=——"23=——.
sina sin
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Prema podacima u zadatku, povrsina romba iznosi 10.58 cm?, pa izjednacavanjem

dobivamo trigonometrijsku jednadzbu:

5.29
sin @

=10.58.

. 1 . .
Ta je jednadzba ekvivalentna jednadzbi sina 25. Ona u intervalu <O,g> ima

.. v (L ee 1 . v . .
jedinstveno rjesenje azg. Odatle slijedi da je trazena mjera jednaka:

ﬁ:n—a:n—%:%nrad.ZISO".

33.1.) = 217.86. Primjenom kosinusova poucka dobivamo:

PR =\/‘P_S‘2 +‘§‘2 —2.[PS|/[SK|-cos ZPSR =\75* +166* ~2-75-166-cos 125 =

= \/5625 +27556—24900-cos125° ~/47463.053265141 =~ 217.8601690653 ~ 217.86 m.

2.) 25. Duljina stranice osjencanoga dijela trokuta koji lezi na stranici AC jednaka

je i-\A_c\%-u:&

Analogno, duljina stranice osjencanoga dijela trokuta koji lezi na stranici BC

jednaka je i‘B_C‘ =i-8 =2.

Manja stranica osjencanoga dijela trokuta koja je usporedna sa stranicom AB je
srednjica trokuta ABC (njezini krajevi dijele duzine AB i BC na dva jednaka

dijela), pa je njezina duljina jednaka polovici duljine stranice E?, tj.

l-\ﬁ\=l-16=8.
2 2

. . . L . . .3
Naposljetku, duljina preostale stranice osjencanoga dijela trokuta jednaka je 2

duljine stranice AB jer njezini krajevi dijele duzine AB i BC u omjeru 1 : 3
racunajuc¢i od vrha A, odnosno vrha B. (Preciznije, oznac¢imo li s £ i F krajeve te

. . . o - . .3
preostale stranice, onda su trokutovi EFC'i ABC sli¢ni s koeficijentom slicnosti 7

pa se duljine stranica EF i AB odnose kao 3:4.) Prema tome, duljina te stranice

jednaka je E-\E\:i-m:lz.
4 4
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Tako zaklju¢ujemo da je trazeni opseg jednak

O0=3+2+8+12=25cm.

2
34.1.)7*. Imamo redom:

\/75 \/g :\/ (75 )2% — 237521 _ 4f71041 24/779 :7%.

2.) =6.3-10°°. Iz zadanih podataka dobivamo logaritamsku jednadzbu
—log (H+ ) =5.2.
Rijesimo je na uobicajen nacin:
log (H* ) =-5.2,
H' =107? = 6.3095734448-10° = 6.3-10°°.

35.1.) 4. Lako vidimo da je [—12,—3>m[—7,3>=[—7,—3>. Posljednjem poluzatvorenom

intervalu pripadaju negativni cijeli brojevi -7, -6, -5 i —4. Njih ima ukupno 4.

2.) 25. Neka je a=123456780. Tada su 123456785=a+5 i 123456775=a-5, pa
je zadani izraz jednak:

a-a—(a+5)-(a-5)=a’—(a"-5")=d’-a’ +5" =5’ =25.

36.1.) R\[0,7]=(-0,0)(7,+ec). Primijetimo da je koeficijent uz 2* jednak 1. To

zna¢i da pripadna kvadratna funkcija poprima strogo pozitivne vrijednosti svuda
osim na segmentu omedenom njezinim nultockama (ako postoje). Zbog toga ¢emo
najprije rijesiti pripadnu kvadratnu jednadzbu, a potom napisati rjesenje zadatka.

Pripadna kvadratna jednadzba je x*—7-x=0. Zapisemo li je u obliku x-(x—7)=0,
odmah mozemo ocitati njezina rjesenja: x, =0, x,=7. Prema prethodnoj je

napomeni trazeni skup svih rjesenja zadane nejednadzbe
S =R\[0,7] =(=00,0) U(7,+o0).
2.) Ni za jedan. Pripadna diskriminanta mora biti strogo negativna. Buduéi da je

D:b2—4-1-(—5):lzi+2020+20=20>0,

20
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zakljucujemo da zadana jednadzba ima realna rjesenja za svaki be R . Dakle, ni za
jedan be R zadana jednadzba nema realnih rjesenja.

37.1.)72-w.Neka su r i h redom duljina polumjera osnovke, odnosno duljina visine
zadanoga stosca (obje iskazane u cm). Opseg osnovke stosca jednak je 2-r-m cm,
pa iz jednadzbe 2-r-m=12 -7 dijeljenjem s 2-m odmah slijedi r=6. Zbog toga je i
h=6, pa je trazeni volumen stosca jednak:

Vzg-rz-n-h=%-62-n-6=2-62-n:2-36-n=72-ncm3.

2.) 34 527.84. Izrazimo najprije povrsinu nasljedenoga zemljista u m?. Primijenimo

jednostavno pravilo trojno:

T 0.8 lanca 5754.64 m? T
2 lanca P, m?

Postavimo razmjer:
P, :5754.64=2:0.8.
Rijesimo taj razmjer na uobicajen nacin:
0.8-P, =5754.64-2, /:0.8

p =464 e,
0.8

[zrazimo sada povrsinu kupljenoga zemljista u m? Ne moramo primijeniti

jednostavno pravilo trojno, nego odmah dobivamo:

P, =3.5-5754.64=20141.24.
Zbog toga je trazena je povrsina jednaka:
P=P+P,=14386.6+20141.24 = 34527.84 m’.

38.1.) n—1. Primijenimo identitet:
(n+1)!=n+1)-n.

Tako redom dobivamo:
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ntonlent nt(nP=1) w21 (=D (n+1) _

= = —1.
(n+1)! (n+)-n! n+1 n+l1

2.). Iz zadanoga grafikona najprije zaklju¢imo da je 26% svih maturanata dobilo
ocjenu odlican(5). Odatle slijedi da je 60% —26% =34% svih maturanata dobilo
ocjenu vrlo dobar(4), kao i da je 100% —(11% +24% +60%) =5% svih maturanata

dobilo ocjenu nedovoljan(1). Trazenu prosjecnu ocjenu dobit ¢emo kao zbroj

umnozaka relativnih frekvencija i pripadajuce ocjene:
$=5%1+11%-2+24% -3+34% - 4+26%-5=0.05+0.22+0.72+1.36 +1.3=3.65.

39.1.) 40100. Najprije ¢emo dokazati da je niz (a,), aritmeticki. U tu je svrhu

dovoljno provjeriti jednakost

a _ +a
a, :%, Vne N, n=?2.

Iz definicije zbroja prvih n ¢lanova niza zakljucujemo da vrijedi jednakost:

S, =S _,+a,.

Zbog toga je:
a,=S,-S,, =(2:n"+3-n)=(2-(n=1)’ +3-(n=)=2-n" +3-n-2-(n=1)> =3-(n-1) =
=2-n*4+3-n-2-(n*-2-n+1)-3-n+3=2-n*+3-n-2-n"+4-n—-2-3-n+3=4-n+1.
Tako su
a,_ =4-(n-)+1=4-n—-4+1=4-n-3,
a.,=4-(n+)+1=4-n+4+1=4-n+5,
pa slijedi:

a,, +ta,, 4-n-3+4-n+5 8-n+2
2 2

=4-n+l=a,

Sto znaci da je niz (a,),., aritmeticki. Njegov prvi ¢lan jednak je @, =S,=2-1"+31
=2+3=5, dok je razlika niza jednaka d=a,—a =4-2+1-5=8+1-5=4. (Taj
zakljucak smo mogli izvesti uocivsi da se pravilo za op¢i ¢lan niza moze zapisati u

obliku a, =4-(n-1)+5=5+(n-1)-4.))
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Clanovi polaznoga aritmetickoga niza na neparnim mjestima takoder tvore

aritmeticki niz. U tu je svrhu dovoljno provjeriti jednakost

a, +a .
az"”l — 2-n—1 2-n+3 , VHE N
2

Doista,

a, tay,s 4 2-n-D+1+4-2-n+3)+1 8- n—-4+1+8-n+12+1 16-n+10
2 2 2 2
=4-2-n+)+1=a,,,,

=8-n+5=

Sto je i trebalo pokazati. Prvi ¢lan toga novoga niza je takoder a, =5. Razlika
novoga niza jednaka je d,=a,—a, =4-3+1-5=12+1-5=8. Tako slijedi da je

trazeni zbroj jednak:

100

Si00 =T-(2-5+(100—1)-8) =50-(10+99-8) =50-(10+792) =50-802 = 40100.

2.) = 292.89. Radi odredenosti, oznac¢imo vrhove trapeza s ABCD tako da je

‘E‘=105, CD| =87.5. Iz vrhova C'i D povucimo visine na osnovicu AB . Neka su

F 1 Fredom nozista tih visina. Oznac¢imo:

x=|AE|,

y =|BF|.

Iz pravokutnih trokutova AED i BFC slijedi:

DE|=x-tg 25°,

CF|=y-tg(180"—145") = y-tg 35

Medutim, ocito je ‘ﬁ‘:C_F‘ (duljina visine trapeza), pa izjednacavanjem

dobivenih jednakosti slijedi
x-tg 25" =y-tg 35"
Nadalje, uo¢imo da vrijedi:

§7.5 = [CD)| = [BF]| = [£B] + [BF| = (4B - [AE]) + [BF| =105 x+
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otkuda je
x—y=105-87.5< x—y=17.5.

Tako smo dobili sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice:

x—y=17.5,
x-tg 25" =y-tg 35"

Rijesimo taj sustav. Iz druge jednadzbe je
_ x-tg 25°
tg 35°

pa uvrstavanjem u prvu jednadzbu slijedi:

to 25°
x_xth

=17.5,
tg 35°
o 1m0 75
tg 35°
175 17.5 B tg 35° 175
- tg 25" tg35 —tg25 tg35-tg25
tg 35° tg 35°
Tako je
_xgay 835 55 8D 455
tg 35" tg 35 —tg 25° tg 35" —tg 25°
Iz tih dviju jednakosti slijedi:
tg 35°
‘E‘: X O:tg35 —tgo25 17.5= tg 35 17.5=
cos25 cos25 (tg 35 —tg 25°)~cos 25°
- ©3 475
tg35° -cos 25" —sin 25°
tg 25°
[BC|= Y _1835 -2 g5 g 25 17.5=
cos (180" —145°) cos 35 (tg 35" —tg 25°)-cos35°
g 25 175.

" §in35 —tg25 c0s35
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Trazena duljina Zice jednaka je opsegu promatranoga trapeza, pa imamo:

0=[AB|+|BC|+|cD| +|AD| =105+ — 22 1754875+
sin35° —tg25° -cos 35
€3 475
tg35° - cos 25° —sin 25°
—19254| — ©33 + 35 17.5~
sin35° —tg25° -cos35"  tg35° -cos25 —sin 25°

= 292.8949908996 = 292.89 m.

40. (%,10) . Ocito je N =(4,5). Graf zadane funkcije prolazi tockom N, sto znaci da je

f(4)=5. Nadalje, kao zbroj kolicnika dvaju polinoma i konstante, funkcija f je
neprekidno derivabilna funkcija na svojoj prirodnoj domeni, pa smijemo primijeniti
Fermatov teorem. On kaze da je vrijednost prve derivacije funkcije f u tocki
lokalnoga ekstrema (pa posebno i u toc¢ki N) jednaka nuli. Dakle, vrijede jednakosti:

f&)=5,
f(@=0.

Primjenom osnovnih pravila za deriviranje i tablice derivacija elementarnih funkcija

odredimo:

(B—4-x) (X’ —4-x+5)=(B—4-x)-(x* —4-x+5)

T (¢ —4-x+5) HO=
_ (0—4~1).(x2—4.x+5)—(B—4.x).(2.x2-1—4.1+0)+0:
(¢ —4-x+5)

~ (—4)-(x* —4-x+5)-(B-4-x)-(2-x-4) ~

B (x*—4-x+5) B
:—4.x2+16.x—20—2.B.x+8.x2+4.3—16~x _

(X —4-x+5)

_4-x*-2-B-x+4-B-20

o (e—axws)

Uvrstavanjem x=4, f(4)=5 u pravilo zadane funkcije dobivamo:
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B-4-4
=7 i<
4 —4-4+5
B-16
=4 ,
16—-16+5
s=8-10 ¢
5
c=5-8-16
5

Uvrstavanjem x=4, f (4)=0 u pravilo derivacije zadane funkcije dobivamo:

4.4*-2-B-4+4.-B-20

0= >
(4°-4-4+5)
4-16—8-B+4-B-20=0,
4-B=44, /:4
B=11.
Sada lako slijedi
c=5-B710_5 1716 _5 =5 _5 (y)=541=6.
5 5 5
Tako smo dobili:
11-4-x
X)=———"""—+6,
/) x*—4-x+5
fv(x)_4-x2—2-11-x+4-11—20_4-x2—22-x+24_2.2-x2—11-x+12
()c2—4-)c+5)2 ()c2—4-)c+5)2 (X2—4’X+5)2

Zmnamo da je x=4 jedno rjesenje jednadzbe f'(x)=0. No, jednadzba f'(x)=0 je
ekvivalentna jednadzbi 2-x*—11-x+12=0, pa zaklju¢ujemo da je x=4 jedno
rjesenje jednadzbe 2-x*—=11-x+12=0.

Prema Vieteovim formulama, umnozak obaju rjeSenja te jednadzbe jednak je

12 . . D . . . .
?=6, pa zakljuéujemo da je drugo rjesenje te jednadzbe, a time i druga

. . . 6 3
stacionarna tocka zadane funkcije, x, :Z =E.
Utvrdimo radi li se o lokalnom maksimumu. Primijetimo da je x*—4-x+5>0 za
svaki xe R. (Vodedi koeficijent je strogo pozitivan, a diskriminanta pripadne
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kvadratne funkcije je strogo negativna.) To zna¢i da je prirodna domena zadane

funkcije skup R. Predznak njezine derivacije jednak je predznaku njezina brojnika,
tj. predznaku izraza 2-x*—11-x+12. Lako vidimo da su npr. f'(0)=12>0 i
f'(2)=—2<0 (oprez: lijevo od tocke % mozemo uzeti bilo koju vrijednost jer

lijevo od te tocke ne postoji nijedna druga stacionarna tocka, ali desno od te tocke

moramo uzeti vrijednost izmedu > i 4.) Dakle, funkcija f strogo raste na intervalu
3 . 3 . . . .
—00,5 , a strogo pada na intervalu 5,4 , pa ona doista postize svoj lokalni

) 3
maksimum za x= E

Izracunamo:
3
11-4-=
a2 6= 70 6o O -3 6-446=10,
2 3 3 9 9 5
2 —4.7 45 —=6+5 ——1 =
2 4 4 4

pa je trazena tocka M = (%,10).

Pripremio:

mr. sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac
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